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Re´sume´ : Dans ce travail on e´tudie une classe d’e´quivalence formelle
d’un D-module d’Airy, qu’on compare avec une classe d’e´quivalence
analytique. On calcule les facteurs de´terminants d’un ope´rateur d’Airy
de bidegre´ (n,m) et on pre´cise les coefficients de l’ope´rateur qui in-
terviennent dans la de´termination des facteurs de´terminants. On
donne enfin, le mode`le canonique, voir [BV1], d’un ope´rateur d’Airy
de bidegre´ (n,m).
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro alge´briquement clos, A1k= Spec(k[x])
la ligne affine sur k, ∂ = ddx , D = k[x,∂] l’alge`bre de Weyl, si P (x) = Σ
n
i=0aix
i
∈ k[x], alors P (∂) = Σni=0 ai∂
i est l’ope´rateur diffe´rentiel correspondant (a`
coefficients constants) sur A1k.
On appelle ope´rateur d’Airy de bidegre´ (n,m) tout ope´rateur diffe´rentiel de
D de la forme Pn(∂) + Qm(x), ou` Pn(x) et Qm(x) sont deux polynoˆmes de k[x]
de degre´s respectifs n et m. Le D-module correspondant D/D(Pn(∂) +Qm(x))
est appele´ D-module d’Airy de bidegre´ (n,m).
Dans la suite on prendra k = C et K = C((x)) le corps des se´ries formelles
a` coefficients complexes. Si V1et V2 sont deux D-modules d’Airy de bidegre´
(n,m), M1 et M2 les syste´mes diffe´rentiels line´aires d’ordre 1 associe´s; on dira
que V1 est formellement e´quivalent a` V2 si et seulement si ∃ P ∈ Gl(n, K) telle
que :
M2 = P
−1 M1P −P
−1∂P.
Ce qui veut dire que si Y est une solution formelle de ∂Y =M2Y alors Z = PY
est une solution formelle de ∂Z =M1Z.
Une classe d’e´quivalence formelle contient une classe d’e´quivalence analy-
tique.
1
On se propose d’e´tudier une classe d’e´quivalence formelle d’un D-module
d’Airy. Dans le paragraphe 1 on donne l’expression des facteurs de´terminants
d’un ope´rateur d’Airy de bidegre´ (n,m) et les coefficients de l’ope´rateur qui
de´terminent ces facteurs, on calcule e´galement les valeurs propres de la mon-
odromie formelle. Dans le paragraphe 2 on donne le mode`le canonique [BV1]
d’un ope´rateur d’Airy.
1. Facteurs de´terminants.
1.1.
Soit K = C((x)) le corps des se´ries formelles a` coefficients complexes muni
de sa de´rivation usuelle ∂ = ddx et de sa valuation x-adique v. Soit K la cloˆture
alge´brique de K, la valuation et la de´rivation s’e´tendent de fac¸on unique a` K.
Soit
L= ∂n +
n∑
i=0
ai∂
i (ai ∈ K)
un ope´rateur diffe´rentiel a` coefficients dans K. On suppose que les ai sont
analytiques dans un voisinage de ze´ro sauf en ze´ro et que ze´ro est un poˆle d’ordre
fini des ai, le the´ore`me de Hukuhara et Turrittin montre l’existence d’une base
de n solutions, de l’e´quation diffe´rentielle L(u) = 0, u1,...,un de la forme:
ui(x) = expQi(x)x
λivi(x) (i = 1, ..., n)
ou` Qi(x) est un polynoˆme en x
−1/e sans terme constant (e entier naturel), λi
est un nombre complexe et:
vi(x) =
ni∑
j=0
vi,j(x)(Logx)
j
ou`
vi,j =
∞∑
k=0
vi,j,kx
k/e ∈ K
LesQi sont appele´s facteurs de´terminants de L, exp(2ipiλj) est une valeur propre
de la partie de la monodromie formelle de L attache´e a` Qj. La multiplicite´ d’un
facteur de´terminant Q, est par de´finition, le nombre d’indice i ve´rifiant Qi = Q.
Si, il existe j ∈ {1,..., n} ve´rifiant: v(ai)−i ≥ v(aj)−j, pour tout i dans {1,..., n},
et v(ai)−i > v(aj)−j, pour i > j. Alors, n−j est appelle´ ”indice caracte´ristique”
de L et j repre´sente la multiplicite´ de 0 comme facteur de´terminant de L. On
dit qu’un facteur de´terminant Q 6= 0 est de caracte´ristique k-uple pour L, si, il
existe exactement k facteurs de´terminants Qi1 , ..., Qik de L ve´rifiant:
v(Qij −Q) > v(Q) (j = 1, ..., k)
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L’ope´rateur L est dit de caracte´ristique k-uple s’il existe un facteur de´terminant
de caracte´ristique k-uple et si les autres sont de caracte´ristique s-uple avec s ≤
k. Autrement, soit:
PL(x,X) = Σ
n
j=0aj(x)X
j (an = 1)
Le symbole de L. Il est clair qu’il existe n fonctions complexes, ξ1(x),...,
ξn(x),dans K¯, continue au voisinage de ze´ro sauf en ze´ro tels que:
PL(x,X) =
n∏
j=1
(X − ξj(x))
La caracte´ristique de L est simple si on a le re´sultat suivant: Soit ξj(x) et
ξk(x) deux branches non borne´es de ze´ro de PL tels que xξj(x) est borne´e et
ξj(x)/ξk(x) −→ 1 quand x −→ 0, alors j = k.
Soit ξj(x) =
∑∞
k=N(j) αj,kx
k/q (j = 1, ..., n) le de´veloppement formelle de
Puiseux de ξj(x), αj,N(j) 6= 0, soit I = {j tel que N(j)/q < −1}, la car-
acte´ristique de L est simple si les αj,N(j), pour j ∈ I, sont deux a` deux dis-
tincts, un re´sultat classique (voir Forsyth [F], Helfer et Kannai [H,K]) donne les
facteurs de´terminants suivant la formule:
dQj
dx =
∑−q−1
k=N(j) αj,k x
k/q
(Si ξj(x) = O(1/x) quand x −→ 0 alors Qj(x) = 0, ceci est en ge´ne´ral vraie
meˆme si l’hypothe`se de la caracte´ristique n’est pas ve´rifie´e).
La caracte´ristique de L est au plus double si on a le re´sultat suivant:
Soient ξj(x), ξk(x) et ξh(x) trois branches non borne´es de ze´ro de PL, tels
que x ξj(x) est non borne´e quand x −→ 0 et limx−→0 ξj(x)/ξk(x) = limx−→0
ξj(x)/ξh(x) = 1, alors ou bien j = k, ou bien j = h, ou bien k = h.
Dans ces conditions Helfer et Kannai [H, K] ont donne´ l’expression des facteurs
de´terminants de L, selon le proce´de´ suivant. Soit P˜L(x,X) de´fini par:
P˜L(x,X) = PL(x,X) −
1
2
∂2
∂x∂XPL(x,X)
On de´signe par n− r l’indice caracte´ristique de L. Alors la de´rive´e des facteurs
de´terminants non nuls (moyennant une permutation), Qr+1, ..., Qn de L, sont
donne´s par la formule:
dQj
dx =
∑−q−1
k=M(j) βj,kx
k/q , j = r + 1, ..., n,
ou`
ηj(x) =
∑∞
k=M(j) βj,k x
k/q (j = 1, ..., n)
est le de´veloppement formelle de Puiseux d’une branche ηj(x) de ze´ro de P˜L(x,X).
Helfer et Kannai [H,K] ont donne´ l’expression des facteurs de´terminants d’un
ope´rateur diffe´rentiel de caracte´ristique au plus double. Yebbou [Y] a repris le
calcul des facteurs de´terminants d’un ope´rateur d’ordre ≤ 3.
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1.2. Ope´rateur d’Airy:
Soient Pn et Qm deux polynoˆmes de C[x] de degre´s respectifs n et m. On
pose:
Pn =
n∑
i=1
aix
i (an = 1), Qm =
m∑
j=0
bjx
j ,
∂ =
d
dx
, L(∂, x) =
n∑
i=1
ai∂
i −
m∑
j=0
bjx
j .
On de´signe par D = z ddz , avec z =
1
x .
On a: D = −x ∂.
Comme, pour k ∈ N>0, x
k( ddx)
k = x∂(x∂ − 1) ... (x∂ − k + 1), on a:
xnL(∂, x) =
∑n
i=1 aix
n∂i −
∑m
i=0 bi x
i+n.
La forme de Frobenius Fuchs de (−1)n xn L(∂, x) est:
L(D, z) =
∑n
k=0 ckD
n−k,
avec:
cn =
(−1)n−1
zn
Qm(
1
z
)
ck =
k∑
i=0
(−1)i
an−i
zi
σk−i,n−i pour k = 0, ..., n− 1,
ou`:
σo,j = 1, σh,j =
∑
1≤r1<r2<...<rh≤j−1
r1r2...rh.
On de´signe par PL, le symbole de L,on a:
PL =
∑n
k=0 ck X
n−k
Le polygoˆne de Newton de PL admet une seule pente a` l’infini µ =
n+m
n . On
de´duit, alors, que si ξ est une branche de ze´ro de PL, son de´veloppement de
Puiseux est donne´ par:
ξ =
∞∑
k=0
αk
z1+
m−k
n
, α0 6= 0
1.2.1. Proposition: L(D, z) est de caracte´ristique simple et ses facteurs
de´terminants sont donne´s par:
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Q(z) =
−1
z1+
m
n
m+n−1∑
k=0
nαk
n+m− k
z
k
n
Preuve: Soit L1( ddz , z) =
1
znL(D, z) =
∑n
k=0 hk(z)(
d
dz )
n−k. Les facteurs
de´terminants de L et L1 sont les meˆmes, l’indice caracte´ristique aussi. Soit
PL1(z,X) et PL(z,X) les symboles respectifs de L
1 et L, η(z) une branche de
ze´ro de PL1 , et ξ(z) une branche de ze´ro de PL, on note ξ<j la somme des
monoˆmes de valuation strictement infe´rieur a` j dans le de´veloppement formelle
de Puiseux de ξ. On a (moyennant une permutation),
ξ<0 = z(η<−1)
en comparant les termes de plus petite valuation dans PL(z,ξ(z)) = 0, on a:
αn0 = (−1)
n bm
L’ope´rateur L est donc de caracte´ristique simple et les facteurs de´terminants
sont donne´s par:
z dQ(z)dz = ξ<0 =
1
z1+
m
n
∑m+n−1
k=0 αk z
k/n.
D’ou` re´sultat.
Soit ξ une branche de ze´ro de PL, le de´veloppement de Puiseux de ξ est
donne´ par:
ξ(z) =
∑∞
k=0
αk
z1+
m−k
n
= 1
z1+
m
n
∑∞
k=0 αkz
k
n
PL(z, ξ(z)) =
∑n
k=0 ckξ(z)
n−k = 0
On a:
ξ(z)n−k = 1
zn−k+(n−k)
m
n
∑∞
j=0 βj,n−k z
j/n
avec
βj,1 = αj
β0,k = α
k
0
βj,k+1 =
∑j
s=0 αsβj−s,k
en comparant les termes de plus petite valuation dans PL(z, ξ(z)) = 0 on a:
v(ckξ
n−k) = −n−m+ kmn
v(cn) = −n−m.
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1er cas: m = qn (q ≥ 1).
Si 0 < k < m+ n et k /∈ nN, alors αk = 0, en effet βk,n est le coefficient de
1
zm+n−
k
n
dans PL(z, ξ(z)) d’ou βk,n = 0.
De meˆme:
{
βsn,n = (−1)
nbm−s si 0 ≤ s ≤ q − 1
βqn,n = αn−1β0,n−1 + (−1)
nbm−q
Soit (αo, αn,..., αqn) une solution du syste`me :
(A) {
βsn,n = (−1)
nbm−s si 0 ≤ s ≤ q − 1
βqn,n = αn−1β0,n−1 + (−1)
nbm−q
on a:
αn0 = (−1)
nbm, αn = (−1)
n bm−1
nαn−10
,
α2n = (−1)
n bm−2
nαn−10
− n−12n2
b2m−1
α2n−10
, etc...
1.2.2. Proposition :
Si m = qn (q ≥ 1), les facteurs de´terminants sont donne´s par:
Q(z) = −1z1+q [
α0
1+q +
αn
q z + ...+
αqn
1 z
q]
avec (αo, αn,..., αqn) solution du syste`me (A) et de´pendent seulement de an−1,
bm−s (0 ≤ s ≤ q).
2eme cas: m = qn+ r, q ≥ 1 et o < r < n.
Soit J = {k tel que 0 < k < m+ n, k 6= m et k /∈ nN}.
Si k ∈ J alors αk = 0, en effet βk,n = 0.
En comparant les termes de valuation comprise entre −m−n et −m−n+q+1.
On a:
(B) {
βsn,n = (−1)
nbm−s si 0 ≤ s ≤ q + 1
βm,n = αn−1β0,n−1
Soit (αo, αn,..., αqn, αm, α(q+1)n) une solution du syste`me (B).
On a:
αn0 = (−1)
nbm , αn = (−1)
n bm−1
nαn−10
α2n = (−1)
n bm−2
nαn−10
− n−12n2
b2m−1
α2n−10
, ..., αm =
an−1
n .
1.2.3. Proposition: Si m = qn + r, q ≥ 1 et 0 < r < n les facteurs
de´terminants sont donne´s par:
Q(z) = −1
z1+
m
n
[ n1+m
n
α0 +
n
mαnz + ...+
n
n+rαqnz
q + αmz
m
n + nr α(q+1)nz
q+1]
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avec (αo, αn,..., αqn, αm, α(q+1)n) solution du syste`me (B) et de´pendent seule-
ment de an−1, bm−s (0 ≤ s ≤ q + 1).
1.2.4 Proposition: Soient V1 et V2 deux D-modules, d’Airy de bidegre´
respectifs (n1, m1) et (n2, m2). On suppose que V1 est formellement e´quivalent
a` V2 alors n1 = n2 et m1= m2.
Preuve: Si on note par ϕ l’isomorphisme formelle entre V1 et V2 alors ϕ
transforme une base formelle de V1en une base formelle de V2 on a alors n1 =
n2. La pente a` l’infini de V1 est
n1+m1
n1
d’ou` re´sultat.
Soient A1 et A2 deux ope´rateurs d’Airy de bidegre´ (n,m), V1 et V2 leurs
D-modules correspondant, on suppose que V1 est formellement e´quivalent a` V2.
Les facteurs de´terminants de A1 et A2 (en les nume´rotants correctement) sont
alors identiques.
On de´signe par:
A1 =
∑n
i=1 ai∂
i−
∑m
j=0 bjx
j (an = 1)
et A2 =
∑n
i=1 di∂
i −
∑m
j=0 hjx
j (dn = 1)
1.2.5. Proposition: Si D/DA1 est formellement e´quivalent a` D/DA2 alors:
i) Si m = qn, q ≥ 1, on a:
an−1 = dn−1 et bm−k = hn−k pour 0 ≤ k ≤ q
ii) Si m = qn+ r, q ≥ 1 et 0 < r < n, on a:
an−1 = dn−1 et bm−k = hm−k pour 0 ≤ k ≤ q + 1.
Preuve: Les facteurs de´terminants sont invariant par e´quivalence formelle,
les syste`mes (A) et (B) sont alors invariant, on utilise les propositions 1.2.2 et
1.2.3 pour conclure.
3eme cas: n = qm+ r, q ≥ 1 et 0 < r < m.
On a:
ξ<o =
1
z1+
m
n
[α0 + αmz
m
n + ...+ α(q+1)mz
(q+1)m
n + αnz]
Dans PL(z,ξ(z)) = 0, seuls les termes de valuation comprise entre −m − n
et −m − n + (q + 1)m/n proviennent seulement des coefficients d’un facteur
de´terminant.
1.2.6 Proposition: n = qm+ r, q ≥ 1, 0 < r < m et D/DA1 formellement
e´quivalent a` D/DA1. Alors:
bm = hm, bm−1 = hm−1
an−k = dn−k pour 0 ≤ k ≤ q + 1.
Preuve:
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ξn+k =
1
zn+m−k−k
m
n
[βn,n−kz + (
q+1∑
j=0
βj,n−kz
jm
n ) + ξ1
ou` ξ1 est de valuation strictement supe´rieur a` (q + 1)m/n
on a:
βo,n = (−1)
n bm
βn,n = (−1)
n bm−1
et:
(S) {
β1,n − an−1β0,n−1 = 0
β2,n − an−1β1,n−1 + an−2β0,n−2 = 0
βq+1,n − an−1βq,n−1 + an−2βq−1,n−2 + ..+ (−1)
q+1an−(q+1)β0,n−(q+1) = 0
le syste`me (S) posse´de une solution unique (an−1,..., an−(q+1)) en fonction des
βi,j .
Remarque: On obtient les re´sultats de cette proposition par une transfor-
mation de Fourier de l’alge`bre de Weyl C[x,∂].
1.2.7. Monodromie formelle.
On pose D = z ddz ,
on de´signe par L =
∑n
k=0 ck D
n−k, co = 1, la forme de Frobenius- Fuchs de
l’ope´rateur d’Airy §1.2.
On pose pour α ∈ K¯, Lα =
∑n
k=0 ck(D + α)
n−k.
Si y est une solution de l’e´quation diffe´rentielle L(u) = 0, alors e−
∫
α
z y est
une solution de l’e´quation diffe´rentielle Lα(v) = 0.
En effet:
(D + α)k(e−
∫
α
z y) = e−
∫
α
zDky.
Si Q est un facteur de´terminant pour L donne´ par:
z dQdz = ξ<0
on conside`re l’ope´rateur diffe´rentiel:
Lξ =
∑n
k=0 ck(D + ξ)
n−k =
∑n
k=0 hk(ξ)D
n−k
on a:
(D + ξ)n−k =
∑n−k
i=0
(
n− k
i
)
ξ[i] Dn−k−i
ou`:
ξ[k] = e−
∫
ξ
z Dk(e
∫
ξ
z )
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on a:
ξ[k+1] = ξξ[k] +D(ξ[k])
ξ[0] = 1, ξ[1] = ξ, ξ[2] = ξ2 +Dξ
ξ[3] = ξ3 +3ξDξ +D2ξ, etc ....
Lξ =
∑n
k=0 ck[
∑n−k
i=0 (
n− k
i
)ξ[i]Dn−k−i]
ce qui peut s’e´crire sous la forme
Lξ =
n∑
k=0
[
k∑
i=0
ci(
n− i
k − i
)ξ[k−i]]Dn−k
et
hk(ξ) =
k∑
i=0
ci(
n− i
k − i
)ξ[k−i]
Il est facile de montrer, par re´currence, le re´sultat suivant:
ξ[k] = ξk + k(k−1)2 ξ
k−2Dξ +gk(ξ, Dξ,..., D
k−1ξ)
ou` gk est un polynoˆme en k variables ve´rifiant:
v(gk(ξ, Dξ,..., D
k−1ξ) ≥ −(k − 2)(1+ mn )
on a:
{
v(hk) = −k − k
m
n si 0 ≤ k ≤ n− 1
v(hn) = v(hn−1) = −n−m+ 1 +
m
n
En effet:
hn =
∑n
k=0 ck ξ
[n−k]
en utilisant l’e´quation PL(z, ξ(z)) = 0 et l’expression des ξ
[k], k = 0, ..., n.
On obtient:
{
hn =
σ
zn+m−1−
m
n
+ kn
σ = 1−n2 (n+m)α
n−1
0 et v(kn) > −n−m+
m
n
D’autre part:
hn−1 =
∑n−1
i=0 ci(
n− i
n− 1− i
)ξ[n−1−i]
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On a alors:
{
hn−1 =
nαn−10
zn+m−1−
m
n
+ ln avec
v(ln) > −n−m+ 1 +
m
n
Lξ est alors d’indice caracte´ristique n− 1, l’e´quation indicielle est de degre´ 1.
Soit wj(z) = z
−λjvj(z) une solution formelle de l’equation diffe´rentielle
Lξ(u) = 0, on a:
−λj nα
n−1
0 +σ = 0
d’ou`
−λj nα
n−1
0 +
1−n
2 (n+m)α
n−1
0 = 0
et
λj =
1−n
2n (n+m)
exp(2ipiλj) est une valeur propre de la partie de la monodromie formelle attache´e
a` Q.
exp(2ipiλj) = (−1)
m+n−1 exp(ipimn ).
2.Forme canonique d’une connexion d’Airy.
Soient Pn et Qm deux polynoˆmes de C[x] de degre´ respectif n et m (on
suppose que Pn est unitaire). On conside`re l’ope´rateur diffe´rentiel
L = Pn(∂) +Qm(x)
appelle´ ope´rateur d’Airy de bidegre´ (n,m) correspondant a` Pn et Qm sur P
1(C).
Soit F le corps des se´ries de Laurent formelle, si f ∈ F alors f =
∑
j∈Z fjz
j avec
fj = 0 pour |j| suffisament grand. Soit F la cloˆture alge`brique de F , d’apre`s le
the´ore`me de Puiseux on a:
F = ∪b∈N≥1F(z
1
b )
L’ope´rateur L pre´sente une seule singularite´, elle est situe´e a` l’infini et elle est
irre´gulie`re. On pose z = 1x et on se re´fe`re a`:
A =


0 z−2 0 0
0 0 z−2 0
z−2
z−2Qm(
1
z ) a1z
−2 an−1z
−2

 ,
qu’on appelle connexion d’Airy associe´e a` (Pn, Qm).
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On se propose d’e´tudier une classe d’e´quivalence formelle de A, c’est a` dire
l’ensemble des
ξ[A] = ξ Aξ−1 + ξ′ξ−1, ou` ξ ∈ Gl(n, F) et ξ′ = ddz ξ.
On de´terminera une forme canonique de cette classe d’e´quivalence et les
coefficients de Pn et Qm qui interviennent dans une re´duction canonique de
Babitt-Varadarajan [BV1].
Les facteurs de´terminants et la monodromie formelle de L peuvent eˆtre cal-
culer directement a` partir de la forme canonique.
On de´finit {Xn, Yn, Hn} triplet standard par:
Xn =


0 1 0 0
0 0 1 0
1
0 0


Yn =


0 0
c1
cn−1 0

 (appelle´ nilpotent principal), les cj sont donne´
par cj = j(n− j), 1 ≤ j ≤ n− 1.
et Hn =


n− 1
n− 3
−(n− 1)

 les coefficients de la diagonale princi-
pale sont hnj,j = n+ 1− 2j.
Si H est une matrice semi-simple de Gl(n, C),n’ayant que des valeurs propres
entie`res. On definit l’e´le´ment zH de Gl(n, F) de la manie`re suivante: Si λ ∈ Z
est une valeur propre de H, et Vλ est son sous espace propre associe´, alors z
H
agit sur Vλ par z
λI. L’e´lement zH commute avec tous les endomorphismes de
Cn qui commutent avec H. Si les valeurs propres de H sont des e´le´ments de
(1q )Z, avec q ∈ N≥1. En e´crivant z
µ
q = (z
1
q )µ, µ ∈ Z, on de´finit de la meˆme
manie`re zH . On a, par exemple: zHn =


zn−1 0 0
zn−3
0
0 0 z−(n−1)

 .
En e´crivant la matrice A sous la forme: A =
∑−2
k=−m−2Akz
k, on remarque que
A−m−2 =


0 0 0
0 0
bm 0 0

 qui est une matrice nilpotente. Le niveau principal
(ou` invariant principal), voir [BV1], est donc strictement supe´rieur a` −m − 2.
La transformation de ”choix” (ou ”Shearing”) z
s
2Hn applique´e a` A donne un
e´le´ment de la classe d’e´quivalence formelle:
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z
s
2Hn [A] =


(n− 1) s2z
−1 z−2+s 0
(n− 3) s2z
−1
0 z−2+s
z−2−(n−1)sQm(
1
z ) a1z
−2−(n−2)s an−1z
−2 − (n− 1) s2z
−1


Le choix s = −mn , donne:
(∗) z
s
2Hn [A] = A1 = z−
m
n
−2A1−m
n
−2+ z
−m
n
−1A1−m
n
−1+ ...
avec A1−m
n
−2 =


0 1 0
0 0 1
bm 0 0


qui n’est pas nilpotente, on a alors l’invariant principal de A est r = −mn − 2.
L’ope´rateurA1−m
n
−2 est semi-simple et admet n valeurs propres distinctes e
2ipik
n b
1
n
m,
k = 1, ..., n (moyennant un choix de b
1
n
m).
On note G = Gl(n, C) l’alge`bre de Lie de GL(n,C). On conside`re l’action
adjointe de GL(n,C) sur G, on a:
G = GA1r ⊕ [A
1
r,G]
ou` GA1r est le commutateur de A
1
r .
ad A1r est un isomorphisme sur [A
1
r ,G]; utilisant les notations de Babitt-Varadarajan
[BV1] on a:
si V est un espace vectoriel complexe de dimension n
V (F) = V ⊗C F , Gl(V (F)) = Gl(V )⊗C F et GL(V (F)) = AutF(V (F)).
On note par O l’anneau des se´ries de Laurent formelle d’ordre ≥ 0. Si p ∈ N≥1,
GL(V (O))p de´signe le sous groupe des e´le´ment de GL(V (O)) congru a I modulo
zp.
2.1. Lemme [BV1]: (projection spectrale)
Soit A = Ar z
r + Ar+1 z
r+1 +... , r < −1,un e´le´ment de Gl(V (F)), Σ
l’ensemble des valeurs propres de Ar; pour λ ∈ Σ, Pλ la projection spectrale
correspondante. Il existe alors Ψ ∈ GL(V (O))1 tel que A
(1) = Ψ[A] commute
avec tous les Pλ; en effet si X est une composante semi-simple de Ar, il existe
Tk unique dans [X,G] (k ≥ 1) tel que si:
Ψ = ⊓∞k=1(I + z
kTk) = Limm→∞(I + z
mTm) ... (I + zT1) (1)
alors A(1) = Ψ[A] commute avec tous les Pλ.
Si Y ∈ GL(V (O))1 est tel que A
(2) = Y [A] commute avec tous les Pλ alors
Y = UΨ et A(2) = U [A(1)] ou` U ∈ GL(V (O))1 commute avec tous les Pλ.
Soit A une connexion de Gl(V (F)) de´finie par: A =
∑∞
k=sArkz
rk , avec
rk ∈ Q, Ark 6= 0 et rs < −1. On appelle niveau de A la suite (rs, rs+1,..., rm)
ou` m est l’unique entier ve´rifiant rm+1 ≥ −1.
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Exemple: Sim et n sont deux entiers naturels non nul etA = A−m
n
−2z
−m
n
−2+
A−2z
−2+A−1z
−1+ ... , avec A−m
n
−2 et A−2 non nuls alors le niveau de A est
par de´finition le couple (−mn − 2, −2).
En ge´ne´ral, les transformations successives 1+ zkTk donne´es dans le lemme
peuvent changer le niveau d’une connexion.
2.2. De´finition: On appelle mode`le canonique une connexion de la forme:
B = Dr1z
r1 +Dr2z
r2 + ... +Drmz
rm+ Cz−1, avec r1 < r2 <...< rm < −1.
Les ope´rateurs Dr1 , ..., Drm et C sont des e´le´ments de Gl(V ) qui commutent
deux a` deux et les Drj sont semi-simples.
Babitt-Varadajan [BV1] ont montre´ que toute connexion dans Gl(V (F)) est
e´quivalente a` un mode`le canonique. Le niveau (r1,..., rm) du mode`le canonique
est invariant par e´quivalence formelle, en particulier r1 est l’invariant principal.
Deux mode`les canoniques de´finis par:
(Dr1 , ..., Drm , C) et (D
′
r1 , ..., D
′
rm , C
′)
sont dans la meˆme classe d’e´quivalence formelle si et seulement si pour k ≥ 1
(Dr1 , ..., Drm , exp 2piik C) et (D
′
r1 , ..., D
′
rm , exp 2piik C
′)
sont dans la meˆme GL(V )-orbite.
Dans la suite on e´tudiera un mode`le canonique d’une connexion d’Airy, on
de´terminera les coefficients ai et bj de l’ope´rateur qui interviennent dans la
re´duction canonique.
Soit A1 la connexion de Gl(V (F)) donne´e dans §2. (∗) par:
A1 = A1r z
r + A1r+1z
r+1 + ... , avec r = −mn − 2. L’espace GA1r est de´finie
par:
K ∈ GA1r ⇐⇒ K =


α1 α2 αn
bmαn α1
α2
bmα2 bmαn α1

 , avec αi ∈ C.
adA1r est inversible sur [A
1
r , G], il existe alors un ope´rateur T1 unique dans [A
1
r ,
G] tel que:
(I + zT1) [A
1] = A2 = A1r z
r + A2r+1z
r+1 + ..., avec
A2r+1 = A
1
r+1 − [A
1
r , T1] ∈ GA1r
en effet, A1 = A1r z
r + A1r+1z
r+1 + ... , l’e´quation (I + zT1) [A
1] = A2 est
e´quivalente a`:
(I + zT1)(A
1
r z
r + A1r+1z
r+1 + ...) = A2(I + zT1) −T1
en e´crivant:
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A2 = A2r z
r + A2r+1z
r+1 + ...
et en comparant les coefficients des zi, i ≥ r, on obtient: A1r = A
2
r et A
2
r+1 =
A1r+1 − [A
1
r , T1]. Comme G = GA1r ⊕ [A
1
r ,G], et adA1r est inversible sur [A
1
r ,G],
il existe un unique T1 dans [A
1
r ,G] tel que A
2
r+1 ∈ GA1r .
on remarquera que si bm−1 6= 0 alors
A2r+1 6= 0 car sinon A
1
r+1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
bm−1 0 0 0


serait dans [A1r, G] ce qui est absurde. Ceci nous permet de´ja` de remarquer que
si r+1 figure dans le niveau de A1, il figure aussi dans le niveau de A2 = (1+zT1)
[A1]. On peut calculer exactement T1 et donner la forme explicite de A
2.
L’ope´rateur T1 est donne´e par:
T1 =
bm−1
nbm


0 0 0
−1 0
0
0 0 −(n− 1)

 ,
A2r+1 =
bm−1
nbm


0 1 0
0 1
0 1
bm 0

 .
En ge´ne´ral, pour k ≥ 1, on a:
A2r+k = A
1
r+k + T1A
1
r+k−1 −A
2
r+k−1T1.
On peut, aussi, retrouver directement les coefficients de A2par:
(1 + zT1) [A
1] = A2
A2 =


0 p1(z) 0 0
0
0 0 pn−1(z)
q0(z) q1(z) qn−1(z)

− m2nz−1Hn + ..
avec:
pj(z) = z
−m
n
−2(1− (j − 1)z bm−1nbm )(1 − jz
bm−1
nbm
)−1, 1 ≤ j ≤ n− 1,
q0(z) = z
−2+m
n
(n−1)Qm(
1
z )(1 − (n− 1)z
bm−1
nbm
),
qk(z) = akz
−2+m
n
(n−1−k)(1− (n− 1)z bm−1nbm )(1− kz
bm−1
nbm
)−1, 1 ≤ k ≤ n− 1,
qn−1(z) = an−1z
−2
En de´veloppant au voisinage de 0 les fonctions pi et qj on obtient les coefficients
de A2.
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Pour construire d’autre transformation du type 1 + zk Tk, k ≥ 1, il est
ne´cessaire de conside´rer les cas m > n, m < n et m = n.
L’e´tude des coefficients de la connexion Amontre que les coefficients qui peuvent
intervenir dans le mode`le canonique dans le cas n = qm+ s, q ≥ 1, 0 < s < m;
sont bm, bm−1, an−1,..., an−(q+1). Dans le cas m = qn+ s, q ≥ 1, 0 < s < m,
sont an−1, bm,..., bm−(q+1). Enfin, dans le cas m = qn sont bm, bm−1, ..., bm−q,
an−1.
2.3. Proposition :
Soit A une connexion d’Airy de bidegre´ (n,m), m = nq+s, q ≥ 1, 0 < s < n.
Il existe alors des ope´rateurs Tk, 1 ≤ k ≤ q + 1, et Tm
n
unique dans [Ar,G], tel
que la connexion:
Aq+1 = (I + zq+1Tq+1)(I + z
m
n Tm
n
)(I + zqTq) ...(I + zT1)[A]
soit donne´e par :
Aq+1 = (zr + α1 z
r+1 +...+ αq+1 z
r+q+1) Ar+ z
−2 an−1
n I + z
−1 (∗) +...
Les coefficients α1, ..., αq+1 de´pendent seulement de bm,..., bm−(q+1).
Preuve: On e´tablit, d’abord, l’existence de T1. Puis, de la meˆme manie`re on
montre l’existence des Tk, (2 ≤ k ≤ q), les transfrormations I+z
kTk conservent
les coefficients de zr+t ( 0 ≤ t ≤ k − 1) et changent le coefficient de zr+k en
un e´le´ment de GAr et modifient les coefficients de z
r+t ( t ≥ k + 1). Enfin les
ope´rateurs Tk sont diagonaux et de´pendent seulement de bm,..., bm−k.
En effet le coefficient de zr+k dans Ak−1 est de la forme
Ak−1r+k =


0 ∗ 0 0
0 ∗ 0
0 0 ∗
∗ 0 0


seul les coefficients de la i-e`me ligne (i + 1)-e`me colonne ((i, i + 1)), et n−e`me
ligne premie`re colonne (n, 1) sont eventuellement non nul. On a,
Akr+k = A
k−1
r+k − [Ar, Tk]
il existe Tk unique dans [Ar, G], tel que l’ope´rateur A
k
r+k ∈ GAr . L’ope´rateur Tk
est diagonale (seul les e´le´ments de la diagonale principale interviennent), et une
ite´ration simple montre que Tk de´pend seulement de bm, .., bm−k. L’hypothe´se
m = nq + s, s 6= 0, entraine directement que les coefficients de z−1 et z−2 ne
sont pas affecte´s par la transformation I+zkTk.
On peut toujours choisir une branche de ξn = z, et choisir X dans GL(V (O))1
de fac¸on a re´duire la connexion A.
Soit
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Aq = (I + zqTq)...(I + zT1) [A]
= (zr + α1z
r+1+...+ αqz
r+q)Ar +
z−2

 0 00 0
0 an−1

+ z−1− sn

 0 ∗ ∗
∗ 0

− m2nz−1Hn+...
Il existe, dans [Ar, G], un ope´rateur Tm
n
unique tel que le coefficient A
m
n
−2 de z
−2
dans (I + z
m
n )[Aq ] = A
m
n soit dans GAr ,
A
m
n
−2 = [ Tmn , Ar] +

 0 ... 0
0 ...0 an−1

 ∈ GAr
et A
m
n
−2 =
an−1
n I.
Le coefficient de z−1−
s
n dans A
m
n , soit A
m
n
−1− s
n
= Aq−1− s
n
et A
m
n
−1 =
bm−1
nbm
[Tm
n
, Ar]
−m2nHn est une matrice diagonale.
Il existe Tq+1 unique dans [Ar, G] tel que le coefficient A
q+1
−1− s
n
de z−1−
s
n dans
(I+zq+1 Tq+1) [A
m
n ] = Aq+1 est dans GAr .
Aq+1−1− s
n
= A
m
n
−1− s
n
+ [Tq+1, Ar], avec
A
m
n
−1− s
n
=

 0 ∗ 0∗
∗ 0.. 0

 .
L’ope´rateur Tq+1 est alors diagonal et A
q+1
−1− s
n
= αq+1 Ar.
2.4. The´ore`me: Il existe U dans GL(V (F)) tel que:
U [A] = B = diag(q1(z),...,qn(z)) +
1−n
2n (n+m)z
−1I,
ou` q1,...,qn sont des polynoˆmes en z
−1
n de degre´ m+ 2n et dont les coefficients
sont des fonctions de an−1, bm, bm−1,..., bm−(q+1).
Preuve :
On applique la proposition 2.3 puis le lemme 2 [BVI] page 44 et le the´ore`me
[BV1] page 45, la connexion A est alors e´quivalente sur F a`:
B1 = (zr + α1z
r+1 +...+ αq+1 z
r+q)Ar +
an−1
n z
−2I + z−1C
L’ope´rateur Ar est semi simple et commute avec C, du pragraphe 1.2.7, on
de´duit que 1−n2n (n+m) est l’unique valeur propre de C. Il existe alors une base
de V dans laquelle Ar est diagonal et C est e´quivalente a` (
1−n
2n )(n+m)I.
Remarque: Les facteurs de´terminants sont donne´es par:
Qi(z) =
∫
qi(z)dz (la constante d’inte´gration est nul).
La monodromie formelle est donne´e par exp(2ipiC).
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